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Temos visto, atualmente, a exploração de recur-
sos renováveis sendo muito usada. devido à escasses de alimen-
tos e ao elevado custo dos produtos como a carne, ovos e ou 
tros recursos. A exploração, embora tenha um controle governa-
mental, tem levado algumas populações à extinção ou à quase e.as 
tinção. 
Procuramos fazer um estudo matemático de uma 
destas explorações: a pesca. A pesca é um~ exploração de livre 
acesso, ou seja, não existe, teóricamente, impecÍlio para ex -
plorá-la. 
Assim, para explorá-la comercialmente, a indús-
tria precisa usar certos recursos como: barcos, .redes, pessoal 
' 
(pescadores), uma certa tecnologia hoje existente, e todos os 
demais equipamentos utilizadosi e além disso# temos a contagem 
dos dias em que se pesca. Todos estes fatores colocados acima 
influenciam na produção ( a colheita dos recursos): e estes f2 
tores no trabalho, são reunidos em uma variável chamada esfor-
~ (E). O esforço indica tudo o que a indústria usou para a 
pesca onde os dias também foram incluídos nesta variável. 
A população de peixes , corno as detnais popula 
ções, obedecem à equação diferencial ordinária. 
J!li; ·,;; F(x) - h(x,t). 
dt 
onde X é a população, F(x) é a função de crescimento natura1 
e h(x,t) representa a razão coro que se processa a colheita. 
A função h(x,t) nos dá uma cólheita {retirada) 
sustentável que é o nível de população que pode ser colhido 
• 
2. 
de forma que a população existente permaneça constante. Temos 
também a Produção Máxima Sustentável (P.M.s.) que é o nível 
máximo de população que se pode colher sem que afete a popula 
-çao. 
Estas equaçoes estão também sujeitas a estu-
dos levando-se em consideração os .fatores biolÓgicos e econô-
micos da exploração. 
Para que possamos prediz~r os efeitos destes 
fatores, modelos matemáticos têm ~ido usados_ ainda que pese 
sobre eleva várias críticas, sendo a principal delas a sua 
super simplificação. 
No presente trabalho, procuramos fazer uma 
compar.ação de dois modelos que visam estudar a pesca: o mede-
. • lo de Gordôn e o modelo de Gould. 
Gordon, em seu modelo, analisando os efeitos 
econômicos de custo e preço da exploração e do recurso, afir-
ma que nao ocorrerá a extinção da população devido ao fator 
.econômico. Já Gould, afirma que a população irá a extinção 
pois a exploração desenfreada que ocorre acaba atingindo a po 
pulação a tal n!vel que esta não terá mais Condição de se 
recuperar. 
Depois de' expostos os dois modelos, fizemos 
uma análise, baseado em dados concretos, numa comparação dos 




(II) ASPECTOS TEÓRICOS: 
2.1_. Noções de Análise Funcional 
Definição: um funcional é uma função com valores reais 
cujo domínio é um espaço vetorial. 
Definição:- Uma norma num espaço vetorial V é uma aplica 
- li li :V R + -satisfazendo as condiçÕ~s:-çao ~ 
a) llxll:;.o e llxii=Osee sómente se x=O 
b) ! {a.x!! = !ai • I !xl I 
c) I lx+YI I '"" I lxll + IIYII 
para V x, y é. V e a 6. R .. 
n 
Exemplo: O espaço euclidiano R 
•normado com a norma: 




+ ••• +x 
n 
n 
1 onde x= (x1 , x2, ••• ,x ) E:: R , n 
Temos também o espaço das funções reais contínuas / 
c[a,b), definidas no intervalo [a,b], que é um espaço vetorial 
normado com a norma. 
I {filo =max I f(x) I 
a~~ 
onde fE.C [a,b] 
Em um espaço vetorial normado V, podemos definir a 
noção de distância entre deis pontos x e y, definida por: ~~ , 
Assim podemos introduzir também todas as noções topo-
lÓgicas dos espaços métricos. 
Definição: Seja V um espaço vetorial normado, o espa-
ço de funções e J:DCV ~R um funcional. Dizemos que y é um 
12onto de mínimo (máximo) local de J se 3 ~YO tal que J(y),; J(y) 
(J(y)<> J(y)) para todo y.;_n satisfazendo IIY - y li< li,. 
Se o domínio D é o Rn, então os extremos deste fun-
cional existem pelo teorema de Weierstrass, para conjuntos coro-
4. 
pactos. Mas ·para um domínio D qualquer, a existência destes e~ 
tremes está relacionada com se conSiderar ou não o dom!nio D 
compacto. Pois cada problema deve ser analisado separadamente, 
podendo não haver solução para o mesmo. Como por exemplo: De -
terminar a curva de menor comprimento ligando os pontos A e B, 





Qualquer curva normal do segmen-
to em seus extremos tem compri -
mente maior que ÃB. Existem cur-
vas, arbitrariamente prÓximas a 
AB deste tipo. Como ÃB não é pe~ 
pendicular a si mesmo, então,não 
existe solução. Em outras p~lavras, a solução para este probl~ 
• 
ma tenderia para AB, como ele não é perpendicular a ele mesmo 
nas extremidades A e B, então não pode ser solução. Logo,con -
cluimos que não existe solução para o problema. 
Continuidade de um funcional. 
Definição: Considerando o funcional 
J: V-----+R 
y ----> J{y), 
dizemos que J é contínuo em y0 , ,G. V se par a cada é70, existe 8,. O 
Existem casos em que podemos ter descontinuiàa-
desde funcionais, mas estes não serão aqui mencionados. 
Funcional Linear 
Definição:- Um funcional J:V-R será dito li-
~se: 
(l) J{oéy) = oi,J(y) V«, € R 
(2) J(x+y) = J(x) + J(y) V x,y € V 
• 
s. 
Definição: Para um funcional J:V~R e para um 
dado Y E V • consideremos a diferença. 
(é>J) y (h) = J(y+h) - J(y) onde h EV 
Suponhamos que (AJ) y .(h) pode ser escrito como 
a soma de dois funcionais, um linear e um infinitésimo com re-
lação a h da forma &. llhil, isto é·, com llhi!-..O=<> é->0. Em ou 
tras palavras, (AJ) y (h) = linear de h somado comc.jlhll. As -
sim, J é dito diferenciável em y e a parte liDear na decompo-
sição é denominada diferencial ou variação primeira de J em y 
cuja notação é: 
( 6J) y, logo 
<twl y (hl = C5Jl y (hl +s.llhll. 
Diz-se que J tem um extremo em Ya se J(y) -J(y0 ) 
·- d nao muda de sinal para y numa vizinhaJ.lÇa e y0 • 
Teorema: Seja J um funcional diferenciável. A I 
condição necessária para que J tenha um extremo em }(0 . é que 
. 
(ÕJ) y0 (h) = O, para V hEV admissível. 
OU seja, precisamos mostrar que: se J tem mini-
mo em y0 G v então 
(5J)y0 (h) = O para V h admissível. 
De~nstração:· 
Seja y0 um ponto de mínimo para J, (SJ)y (h)= 
o 
= (AJ) y0 (h) - &.llhll. com t•O 
então, para valores pequenos de h 
quando !Ih! I~ O 
(ÓJ) Yo e (L>.J) Yo têm o mesmo sinal, seja hEV tal 
(6J) y o (h) + o então, para qualquer "'>o 
(ÓJ) Yo (-oi. h) = -(SJ)Y, (~h) por linearidade de (óJ) y0 , 
que 
assim 
como o sinal de (5J) YO pode ser mudado modificando-se ligeira-
mente h, e assim (AJ) y~ também muda de sinal, o que contradiz 
a hipÓtese de y0 · ser o mÍnimo, logo 
(6J) y 0 (h) ~ o 
• 
6. 
2.2. o problema Variacional mais simples de cálculo de vari~ 
ções. 
=t 
Trata-se de achar o minimo do funcional J(y) = 
F (x:,y ,y') dx na classe o1 [a,bJ, com a y(a) =A e 
y(b) = B, A e B sendo dados e F(x,y ,y') contínua com deriva-
das parciais de l! e 2! ·ordens contínuas em x,y,y•. E onde 
Dl [a,b] = c1 [a,b): espaço das funções contínuas com deriva-
das primeiras contínuas em [a,b] e ,com a norma 
11 Ylll =max {I 
. x E: [a,b] 
y(x) I}+ máx { I y' (x) I} 
x ,z [a,b] 
Uma variação admissível de y(x) é 
y(x) + h(x) com h E D1 [a,b] e h[a] = h[b]=6 
então 
(6J) y (h) = J(y+h) _ J(y) =S: F(x,y+h,y'+h')dx 
-J: F(x,y,y') dx= 
= J: {F(x,y,h,y' +h') - F (x,y,y' l} dx 
usando a expansão em série de Taylor em torno de (x,y,y•),ob 
tém-se: 
(AJ) y (h) =J~ { Fy(x,y,y'). h+ Fy,(x,y,y') h'+ ••• } dx 
usando a definição de diferencial de J, têm-se:-
(ÓJ) Y (h) =J:tFx (x,y,y').h+ Fy' (x,y,y').h'} dx 
se J tiver um mínimo em y, assim, 
(ÓJ) y (h) = O para Vh admiss1vel, isto é, 
t {Fy (x,y,y' ). h+ Fy' (x,y,y' ). h'} dx=O 
a 
Integrando por partes, têm-se: 
rFy(x,y,y').h dxl:- J: u: Fy tx,y,y') dx J. h' dx + 




Lema (Dubois- Revmond) : Se J: f(x) • h'(x) dx =O 
para V h(x) ,;:P1 [a,bJ com h( a) = h(b)= O e f(x) é contínua, 
então f(x)= c constante em (a,b]. 
Dem:- lb b h' (x) dx = h(x) I =O a · a 
Íb • h' (x) ( f(x) - cl dx = h (x) f(x) ' a dx-assim r: 
r: c h' (x) dx = 
í: f(x). h'(x) dx- cr: h' (x) dx =O+ O.C=O 
~la f(t) dt 
para Vc 6_ R. Escolhendo ... - têm-se ... 
b-a 
• íb 
também queJa (f(x) - c) dx= J: f(x) - c(b-a) ":'0 
< Def~nindo H(x>=J: (f(t) - c) dt como f(t) ' e 
contínua. temos H €Pl(a,b} e H(a) = 1-f(b)= o 
e também ' H(x) = f(x) - c e isto implica 
l2)J: (f(x)- c). H'(x) dx=O pela hipótese do lema. 
e 
22) [ba Jb j (f(x)-c) .(f(x)-c) dx =O= a 
corrD f é contínua, também o será f(x)-c 
·Assim f(x)-c =O em (a,b]. 
Logo f(x) = c em (a,b] 
c.o.o. 
Voltando ao cálculo variacional que ternos: 
(b {-f" Fy (x,y,y') + Fy'(x,y,y'l} h'(x) dx =O 
-la Ja 
para Vh admissível, isto é, para 
Vh eD1 [a,b] com h( a)=h(b)=O 
• 
a. 
Logo -r: Fy (x,y,y') dt + Fy'(x,y,y') =c, constante de aco~ 
do com o lema anterior. 
Derivando-se esta relação obtemos:-
[ Fy(x,y,y') - ~ Fy' (x,y,y' )=O l 
Esta é chamada Equação de Euler,uma condição ne 
cesaária para que y ãê um mÍnimo (Ou máximo) ao funcional.De -
senvolvendo-se as derivadas têm-se: 
Fy- Fxy' + Fyy' • y' - Fy'y'.y'' =O ou 
se Fy'y' f o 
Y' = (> (x,y ,y') 
Seria natural perguntar em que condições es-
ta equação diferencial de 2~ ordem tem solução. Note que este 
problema é diferente do problema de Cauchy que é resolver ;:yn = 
= ~ (x,y,y') tal que y(a)= bo e y(a)= b1 buscamdo urna solu 
ção local. Aqui procuramos uma solução global. 
O problema da existência e da unidade da solu -
ção da equação de Euler será discutido mais adiante. 
Quanto ~ regularidade da solução, um ponto fun-
damental de se notar é saber se a solução é boa_ isto é. se 
tem derivadas. Um resultado típico é: 
Teorema:- Seja y€D1(a,b) urna solução de Euler. 
Se F (x,y,y') tem derivadas de 1! e 2~ ordens contínuas com r~ 
- hção a x,y0 y' 1 então y tem derivada segunda contínua sempre 
que F yy'(x,y,y') +O. 
Demonstração:-





= Lim 6x Fyx + AY F yy' + AV' fv'V..: 
ô.X _,.Q AX 
• 
9. 
onde Fy'x, Fy•y, Fy'y', indicam as derivadas assinaladas de F 
calculadas em valores intermediários convenientes. 
d Fy' = Lifn 
dx 
Segue-se então: 




= Fy'x + y'Fy'y + Fy'y' Lim b.y' 
Ax ... o /lx 
Fy'y'} 
cowo F yty• + O e as demais parcelas são contí-




Vamos discutir o problema mais simples envolven-
do agora a variação segunda~ Assim, o problema torna-se: achar 
o mínimo do funcional:-
J(y) = j~ F(x,y,y') dx na classe D1 [a,bJ 
com A= (a,y(a)) e B= (b,y (b)). Assumindo que F tem derivados 
parciais contínuas de 3! ordem, e considerando J{y+h) com 
hG Dl [a,b] e h(a)= h(b)=O, têm-se a fÓrmula de Taylor. 
F(x,y+h~ y' +h') = F(x,y,y' )+h Fy{x,y,y' )+h' f')IJ(x,y,y' )+ 
+ ~ {h2 J)'yy(x,y,y') + 2 h.h'Fyy' (x,y,y') + h' 2 Fy'y' (x,y,y' l}+ 
+ termos com h 3 , ' .... 
assim (ClJ) y (h) = (&J) y (h) + (.5'.J) y (h) + e.llhll 2 
com é..,.o com jjh}j-o. 
e por definição pÕe-se:-
(6~) y (h)= Jb { 1 Fyy(x,y,y'). h+ h.h'Fyy'(x,y,y' )+ 
a 2 , 
+ 
'2 
~ Fy'y' (x,y,y') Jctx. 
(Ó2J) y (h) é a variação segunda de J 
em y com relação a h. 
• 
lO. 
Observações:- Num espaço vetorial normado, pode-se dizer que 0 
funcional J é duas vezes diferenciavel se 
AJ; parte linear + parte quadrática + infinité-
simo de ordem superior. 
ou ((;J) y(h) = (6J) y (h) + (8~) y (h) + .§.llhll 2 
e .. o quando llhll ~ Q. 
com 
e {ffJ) y(h) denomina-se diferencial de segunda ordem de J emtY 
Teorema: se o funcional J(y) =Jb F(x,y,y') dx 
a . 
tem um mínirno de YO , então 
(i>'J) y~ (h) <>o para todo h admissível 
Demonstração: 
J t~m um mínimo em YO ~ então ,(SJ) Xo{h) =o para 
V h<O D1 [a,b] com h(a)=h(b)=O 
Assim (AJ) y0 (h) =O+ (&'J)yó (h) +G.IIhll
2
• 
e suponhamos que fb'J) Yó (h)< O para 
~ 
E pequeno, ter-se-ia: 
(AJ)y0 (h)< O Vh E classe conveniente, o que é 
absurdo .. 
Logo (l!fJ) y0 (h) >O, V hE:Dl [a,b] com 
h(a)=h(b)=O esta é urna condiç~o necessária para ocorrer um xníni 
mo. Uma condição suficiente é: 
Teorema: Se a variação primeira do funcional J 
. 
se anula em yb' {x), isto é, (óJ) y0 = O e se .3-k >O, tal que 
(S'J) y (h) ;>K.Jihl! 2 , V h admissível, então J tem um mínimo em 
yo. 
Demonstração:-
sabemos (M) Yo (h) = (óJ) Yi> (h) + (';'J) Yó {h) + G.ilhll 2 
e como por hipótese 
{ÕJ)y0 (h) = O 
e C.S'Jl Yo (h)?- J{.llhll 2 
• 
11. 
assim ficamos com 
(AJ) yo(h)" (K +él.llhll 2 para h's convenientes, isto é, tais 
que od6+ K). 
Continuando o estudo sobre (6~) y(h) e fazendo 
P = 1 Fy'y' (x,y,y') 
2 
e Q = 1 (Fyy (x,y,y') 
2 
.9.. Fyy' (x,y,y' l) 
dx 
assim podemos escrever: 
(5~) y (h) =s: (P.h' 2 +Q.h2 ) "" 
Qh 2 dx = l fb F ( ' ) yy x,y,y 
2 a 
- .9.. Fyy' (x,y,y' ).h2 dx 
dx 
+Jb !:2 Fyy(x,y,y') dx - l Jb h 2 .9.. Fyy' 
a2 2 a dx 
es: ( Fyy(x,y,y') ~2 + Fyy' (x,Y,y') h'h 
=5b Fyy (x,v,v>) _h2dx Jb ( ') 
' ' + a F',Y"i'l'' x,y,y 
, a 2 
(x,y,y') dx 
+h' 2 Ft'y' (x,y,y• ))dx .. 
2 
h'h dx +jb h• 2Fy'y' 
a 2 
(x,y,y') ~~Fazendo-se na integralrba J Fyy' (x,y,y' ). h' .h dx 
uma integração por partes onde 
U= Fyy' (x,y,y•) e dV = h 1h dx 
=~ Fyy' (x,y,y') 
(x,y,yt) 
+ Fyy' (x,y ,y•) ~ 21 : 
=f: (P.h' 2 + Q.h2 ) dx. 
Jb h' 2 + -a 2 Fy'y' (x,y,y') dx + 
_F h2 .9.. Fyy' (x,y,y') dx= ]a 2 dx 
Lema: seJ: (P.h'2 + Q.h2) dx ;;. O para V ht:D1 [a,b] 
com h(a)= h(b) =0, então, P(x)),'-0 para vY • 
• 
Demonstração:-
seja P(x,) <O para algum x0 • 
Então em I = ( "b 
.!!-, l<o +I() 
n n 
• tem-se 
P(x) ~ -.C, oC.- >O e n suficientemente grande. 
Seja h(x) = 
com h ED1 
{
sen2 n (x-x0 ) em I 
O fora de -I 
[a,b], b(a) = h(b)=O 
L) 
n 
~- <tn K + :!! . max I Q(x) I onde K = art e 
n 
para n suficientemente grande 
12. 
J: (P.h' 2 +Q.h2) dx <o o que contradiz ã hip6tese do lema 
assim P(x) ?-O 
Decorre daí o seguinte: 
Teorema (cond. de Legendre): se o funcional J(y)= 
=r.: l''(x,y,y') dx admite um mínimo para y=·y(x) então, em qual -
quer ponto desta curva têm-se: 
Fy'y' (x,y ,y;') 4 O 
Esta é uma condição necessária mas nao suficiente 
para se obter esta condição; há necessidade de hipóteses adicio-
nais .. 
2.3. Sistemas Autônomos 
Um sistema de equações diferenciais de 1~ ordem. 
dxi - p· ( ) 
---- 2 Xl,x2, •• ,xn 
.dt 
ou em notação vetorial 





é dito autônomo quando as funções Fi não dependem explicitamen 
te da variável tempo t. 
Denominamos pontos críticos de um sistema de 
equações diferenciais aos pontos que satisfazem a condição. 
dx ~ O ou seja F(x} ~o 
dt 
Estes pontos são de particular importância no I 
estudo das equaçoes diferenciais pois existem casos em que é 
quase impossíve~ se encontrar uma solução numa forma explícita 
e razoavelmente convenientei e também no estudo da estabilida-
de de uma solução. 
Considereroos o sistema mais simples ãe duas e -
quações diferenciais simultâneas da forma:-
dx ~ F(x,y) 
dt 
2x ~ G(x,y) 
dt 
(2.3.2) 
Suponhamos que as funções F e G são contínuas I 
com derivadas parciais contínuas em algum domínio D no plano 
xy. 
Teorema:- Sejam as funções F e G e suas deriva-
das parciais contínuas numa região R do espaço t,x,y contendo 
o ponto (t0 ,xó•Yol então existe um intervalo lt-tol <h no qual 
existe uma Única solução x ~ $(t) e y~~(t} do sistema de e-
quações diferenciais que satisfaz também a condição x(to)=x0 e 
y(tol~o· 
Assim se (xo,y0 ) for um ponto do domínio, exis-
tirá uma Única solução ~~ (t) e ~ V(t) do sistema (2.3.2) , 
que satisfaça,a condição x(t0 ) ~ xo e y(tol~Yo• 
-para .C< t < fl que contém to • 
• 
14. 
As equaçÕes x=~ ( t) e y= "'f( t) são urna repre-
sentação paramétrica desta curva, e é denominada tragetória , 
Órbita ou caminho no plano de fase xy. 
Frequentaroente é conveniente eliminar o parâme 
tro t da solução x= ~ (t) e y=o/(t) obtendo a relação entre 
x e y para estudos. Assim numa região onde F(x,y) +o temos 




que é uma equação diferencial de 1! ordem para y = F(x), de 
grande importância para,' a determinação da inclinação num pon 
to da tragetória. Não podemos resolver no ponto (x0 ,yo) quando 
se anula ou F(x,y) ou G(x,y) para ~ ou ~ 
dx dy 
Assim se (xO,y0 ) for ponto critico do sistema 
(2.3.2} então x=xq e y=y0 é uma solução para o sistema. E pe 
lo teorema da existência e unicidade temos que a Única solução 
do sistema (2.3.2) que passa pelo ponto (Xa,y0 ) é a própria so 
lução constante. A trajetória desta solução é o próprio ponto 
(x0 ,y0 ). E a solução x=~ (t) y= 'f'(t) t ~.iG se aproxima do 
ponto crítico (x,,.,y0 ) quando t _,.<X> se ~(t) ~x0 ev(t}.tYoquan 
do t ~o:> • 
A importância dos pontos críticos na análise I 
dos sistemas autônomos é devida ao fato de que eles são solu 
ções constantes do sistema e que o comportamento qualitativo 
de todas as trajetórias no plano de fase é determinado em gran 
de parte, pela localização dos pontos críticos e pelo comport~ 
. , . ... . 
mente das tra]etor~as prox~mas a eles. 
Teorema 
Por qualquer ponto <zo,y0 ) no plano de fase pa~ 
sa no máximo uma tragetória do sistema (2.3.2) 
• 
Ou 'seja:-
Dado o sistema dx ~ F (x,y) 
dt 
m: = G(x,y) 
dt 
15. 
há no máximo urna trajetória que passa por um ponto dado( x0 ~y0 ). 
Dem:- Seja Co a trajetória gerada pela solução I 
x~$o(t) e y~ 'lfo(t) com ~o( to J~ xo e 1jfo(t0 )~ Yo· 
e seja c1 a trajetória gerada pela solução x=~1 (t) 
y= ~(t) com ~ l(tl)~ Xo 
sistema • autônomo, eliminamos t e obtemos:-como o e 
.<& = d:;:Ldt = G(x,:;:l 
dx dx/dt F(x,y) 
em t=to temos 
m: = G(~o! t 2 l , \jfojto)l = G1x"= 1 ~a) 
dt F($o(t0 ) , 'l!lo(to)) F(Xo•Yc) 
em t= t 1 
m: = G(~l!t) • ]![1! tlJ) = G(&, •:I<> ) 
dt F($l(t) 'Vfl(tl)) F(x0 .)é ) 











Pelo teorema da unicidade temos que existe uma Única 
solução 
~o = $1 
'jlo ~ 'fl 
Co= C1Jou seja, temos uma única trajetória. 
c.Q.o .. 
Se uma solução começa em um ponto que não é um ponto 
cr!tico então se move na mesma trajetória independente do tempo 
em que começou, ela não pode nunca voltar ao seu ponto inicial a 
menos que a solução seja periÓdica, ela nunca pode cruzar outra 
16. 
trajetória e ela só pode alcançar um ponto crítico no limite quan 
do t~oo., ou ainda tende ela para infinito. 
t de muita importância o estudO dos pontos crÍticos 
e soluções periÓdicas dos sistemas autônomos. Assim faremos um 
estudo destas trajetórias proximas ao ponto crítico {xij,y0 ) e 
significado deste comportamento. 
o 
é conveniente escolhermos a origem do plano de fase 
como ponto critico: xo· = O , y0 -·-=o (não acarreta perda de genera.:_ 
lidade pois a x0 + o e Yc + o ' e sempre poss:fvel fazer_mos a 
substituição x= xo + u: y= Yo + v nas equações (2.3.2) de modo 
que u e v satisfaçam um sistema de equações autônomas com um 
ponto crítico na origemÀ 
Consideremos que (0,0) seja um ponto crftico isolad~ 
isto é, que exista um círculo em torno dele dentro do qual -nao 
existam outros pontos críticos. E consideremos que, na vizinhança 
de (.O,o) as funções F e G tenham a forma:-
F(x,y) = ax + by + Fl (x,y) 
G(x,y) = ex + dy + Gl (x ,Yl 
onde ad - bc + O, 
(2,3,4) 
~ necessário que Ff e Gl sejam continuas e tenham d~ 






quando r ._. o. (2,3,5) 
Tal sistema é denominado sistema guqse - linear nas 
vizinhanças do ponto crítico (0,0) 
Essencialmente, as equações (2,3,4) e (2,l5) dizem 
que, para (x,y) prÓximo a (0,0), as funções F e G são satisfató-
riamente aproximadas pelas funções lineares ax + by e ex + dy I 
respectivaroente. 
17. 
Uma consequência da hipotese de Fl (x,y) e Gl(x,y) 
serem pequenas comparadas com os termos lineares ax+by e ex +dy 
próximos a(O,O) é que, em muitos casos (mas não em todos),as 
trajetórias do sistema linear autônomo dx 
dt 
=ax+by 
.!!:.:: = ex + dy 
dt 
(2,3,6) 
são boas aproximações àquelas do sistema quas~ linear nas vizi-
nhanças do ponto critico. 
(0,0). 
Assim estudarerrDs o sistema linear (2,3,6) e rela-
cionaremos nossas conclusões aos sistemas quase lineares. 
Procuramos soluções das equações (2,3,6) do tipo I 
" = Aexp(rt) y = B exp (.-t) 
substituindo x e y nas equações (2.3.6) obtereos. 
rt + bB e Ar rt a A e_ rt e = 
rt 
ert B r e = c A 
~r (r - a) + bB = o 
B (r - d) + cA = o (2.3.7) 
para que as equações (2.3.7) tenham solução não trivial é nece~ 
sário que o determinante dos coeficientes se anule. Assim r de-
ve ser uma raiz da equação característica 
r2 - (a + d) r + (ad - bc) = O (2.3.8) 
.r não pode ser nulo, pois, se fosse 1 necessáriamente ad-bc=O 
isto implica que o sistema de equações ax - by = O e cx+dy=O I 
terfa soluções não - triviais posto que o determinante dos coe-
ficientes seria nulo. Assim, estas soluções não triviais seriam 
determinadas a menos de urr.a constante nmltiplicativa e estariam 
' numa reta que passa pela origem. Deste rrodo, outros pontos cr~-
ticos se localizariam prÓximos à origem, violando a hipótese 
de que a origem é um ponto crítico isolado. 
18, 
As raizes podem ser: 
12 caso) Raizes re.ais desiguais de mesmo sinal 
A solução geral da equação (2.3,6) • ser a (2.3.9) 
onde apenas uma de cada urna das constantes A1 Bl e A2, B2 res-
pectivamente são independentes. Suponha inicialmente que r 1 e 
r2 sejam negativos~ então ambos x e y tendem a zero e o ponto 
(x,y) tende ao ponto crítico (0,0) quando t~oo independente da 
escolha de A, Az, B1 e B2. Toda a solução do sistema (2~3.6.)se 






se as raizes são reais desiguais e positivas, a situação será 
similar exceto que a direção do movimento das trajetórias se 
afastará do ponto crítico {O,O). 
22 caso) Raizes reais de sinais opostos 
• A solução geral das equações de (2.3.6) ainda ser a 
a mesma equação (2.3.9)com r1>0 e rz<O. Agora a direção do 
movimento se aproxima do ponto crÍtico para algumas trajetórias 




32 caso:) Raizes iguais 
A solução geral 
X ~(Al + A2,t))?rt 
Ponto de sela 
" 
de (2.3.6) é da forma:-
onde apenas duas das quatro constantes 
19. 
Al,A2, Bl e B2 são independentes. Independente dos valores de 
. Al,Bl, Az 
r < O a direção do movimento da trajetória se aproxima de 
(O,o) se r:> O ela se afastará de (0,0). 
Consideremos o caso r< O. 
Dependendo do ~ator t e rt , se ele nao estiver pr,g 








4• caso: Raizes complexas 
Neste caso a solução das Equações (2.3.6) 
?,t 
X = e (Ai cos ut + A2 sen ut) 
y = e~t (B1 cos ut + B2 sen ut) 
20. 
' e 
onde as raízes da equação (2.3.8) são r= À+ iu · e sómente f 
duas das constantes A1 ,A2 ,B1 , e B2 são indepentes: 
se Â<O a direção da trajetória se aproxima da origem 




52 caso:- Raízes imaginárias guras. 
ponto espiral 
r1 =?.. + i u 
~2 =X- i u 
~ = o Neste caso as trajetórias são curvas fechadas. A di-
reção do movimento em torno de curvas fechadas pode ser horá -




Centro r 1 = iu 
Fig.2.3.15 
dx ~= ax + by r2 + (a+d) r + (ad - bc) = o 
ad- bc t o 
IªY= ex + dy 
dt 
~IZES DA EQUAÇl,O TIPO DE PONTO CRfTICO ESTABILIDADE 
rl>r 2 >o nódulo impróprio Instável 
rlÚ 2(0 nódulo . . . Assintóticamen-~mprcpr~o 
te estável 
r2<o <rl ponto de sela Instável 
rl = r )O nÓdulo prÓprio ou im-2 . . Instável propr~o 
rl = r 2 <o nÓdulo prÓprio ou im-
• proprio Estável 
rl,r2 =)c + 
-







rl = iu, r = 
-
iu Centro Estável 2 
Quadro 2.3.16 
Assim as raizes da equaçao caracterÍstica determinam 
o tipo de ponto crÍtico e suas características de estabilida-
de as raizes dependem dos valores a,b,c,d que em casos práti-
cos são medidas que estão sujeitas a-. pequenas incertezas de 




Pequenas perturbações nos fatores a,b.c e d em al 
guns ou ·em todos refletem em pequenas perturbações nas raí 
zes r1 e r2. A situação mais sensível é para r1 = iu / 
r2 =-iu, isto é, quando o ponto crítico é um centro, e as 
trajetórias são curvas fechadas. Se fizermos uma ligeira mu-
dança nos coeficientes, então as raizes r1 e r2 tomarão no-
vos valores • • q = Â+ iu' ' "-) I • e r 2 ="'- u J. onde ?..' ' e pequeno 
em módulO e u • 9! u. Se ").' f O, o que quase sen:pre aconte 
ce, então as trajetórias do sistema deixarão de ser curvas 
fechadas e serão espirais.O sistema será assintótica e está 
vel se Â'<.o e instável se ' 
" >o. 
Outro caso um pouco menos sensível é o caso das 
• raízes reais e iguais rl = r2 : neste caso o ponto crítico 
é um nódulo. Pequenas perturbações nos coeficientes normal -
mente causarão a separaçao de duas raízes iguais. Se as 
.raízes separadas forem reais~ então o ponto crÍtico do sist~ 
ma perturbado ainda será um nÓdulo. Has. se as raizes forem 
conjugadas complexas, então o ponto crítico tornar-se-á um 
ponto espiral. 
Neste caso a estabilidade ou instabilidade do si~ 
, . , . 
tema nao sera alterado mas a tra)etcr~a sim. 
Sistemas auase lineares. 
Daremos agora um significado matemático preciso 
dos conceitos de estabilidade, estabilidade assintótica e 





_gy G (x,y) 
dt 




bilidade de um sistema quase linear. 
Definição:- Diz-se que um ponto critico x=x0·, y=yb (uma solu 
ção de equilfbrio x= x~, y=y0 ) do sistema autônomo acima ' e 
um ponto critico estável se, dado ~~'0 35 tal que to-
da solução x= ~ (t) y= \jf(t) do sistema acima, que em 
t = O satisfaz 
2 
t r~ (O) - Xo) + [y(o)- Y() 
exista e satisfaça 
2 
{ ( ~ ( t) - x 0 J 
y 
Fig .. 2.3.17 .. 
y~ 
+ ['i (t) - Yo Y }<'..!;, para '<I t ),:-O. 
y 
" 
a) estabilidade assintótica 
b) estabilidade 
" 
Definição:- Diz-se que um ponto crítico é assintóticamente e~ 
tável se ele for estável· e se 3 Óo, O( So ( 5 
uma solução x = ~ (t) , y= 1jf(t) satisfizer 
_2 2 J2 { [ ~ (o) - Xo J + [ 'jf(o) - Yo ] < So 
então 
Lim ~ (t) = Lim '\!(t) = Yo 
tal que se 
Definição:- Um ponto crítico que não é estável é dito instável 
Teorema 2.3.18. o ponto critico (0,0) do sistema linear(2.3.6) 
' ser a:-
24. 
i) Aasintóticamente estável se as raizes da equação 
característica (2.3.8) forem reais e negativas ou tiverem pa~ 
tes reais negativas. 
ii} estável, mas não assintóticamente estável, se r l e r2 fo 
. . ... 
rem ~ag1nar1os puros. 
iii) instáveis, se r1 e· r 2 forem reais e qualquer uma 
positivas, ou se tiverem partes reais positivas. 
delas 
Queremos agora relacionar estes resultados do sis-
tema linear (2.3.6) ao sistema não linear 
~ = ax + by + F1 (x,y) 
dt 
~ = ex + dy + a1 (x,y) dt 
que é a equação (2.3.4) 
Consideremos que (0,0) seja um ponto crítico do 
sistema (2.3.4) e que ad- bc +o. 
Consideremos também que F1 e G1 têm derivadas pa~ 
ciais de primeira ordem contínuas e são pequenas prÓximo 
origem no sentido de que 
Fl (x,y) ...,. O 
r 
r = ( x2 + Y2)Yz 
G1 (x,y) ~O quando 
r 
r _,.O onde 
' a 
Tal sistema é dito quase linear nas vizinhanças da 
origem. 
O tipo e a estabilidade de um ponto crítico do siE 
tema (2.3.4) estão intimamente relacionad~~, na maioria dos 
casos, ao tipo e à estabilidade do ponto cr!tico do sistema / 
linear (2.3.6) correspondente. 
Teorema 2.3.19. Sejam r, e r 2 • as ra~zes da equa-
ção característica (2.3.8) do sistema linear (2.3.6) corres -
pondentes ao sistema quase linear (2.3.4). Então o tipo e a 
estabilidade do ponto crftico {0,0) do sistema linear (2.3.6) 
• 
e do sistema quase linear {2.3.4) são como mostrado no quadro 
25. 
abaixo. 
Essencialmente o teorema nos diz que para x e y prÓ 
ximos da origem, os termos não - lineares F1 (x,y) e a 1 (x, y ) 
são pequenos e não afetam a estabilidade e o tipo de ponto crí 
tico determinados pelos tenmos lineares exceto nos dois casos 
mais são imaginários puros e r 1 e r2 reais 
e iguais como foi comentado atrás. 
rl 
• r2 SISTEMA LINEAR SISTEHA QUASE LINEAR 
Tipo estabilidade Tipo estabilidade 
r 1 > rz>O N.I .. Instável N.I. Instável 





r{or:r1 P.s .. instável P.s .. instável 
lr1= r 2 >O N .. P .. ou N.I. instável N,.P.ou instável. N.I. ou . 
' 
• P.E • 
lr1 = r 2 .:o 
N,.P .. ou N,.I. assintótic.2 N.,P,. ou assintóticame,g 
mente está- N.,I. ou te estável 
vel P.,E. 
+ 
rl = r 2=Ã_ 
·u,:X.>O P,.E,. instável P,.E., instável 
:X<O P.E,.. assintótic_9 P.E. assintoticamen 
mente está- te estável 
=iu r2 vel 1 = 
. 
-~u c estável c .. ou P.E .. indeterminado 
nódulo ' NP nódulo prÓprio. P.,S. ponto de sela, I = improprio': = = 
PE = ponto espiral, c = Centro .. 
Quadro 2 .. 3420 
• 
26. 
III - MODELOS CL.II.SSICOS DE DINÂMICA POPULACIONAL COM COLHEITA. 
Neste capítulo faremos um estudo de alguns modelos 
matemáticos simples de exploração de recursos renováveis.Tais 
modelos são baseados na equação diferencial ordinária: 
!.las = F (x) - h (x , tl" 
dt 
onde x = x (t) é o tamanho da população no tePPQ t: F(x) é a 
função que representa a razão de crescimento natural da popul~ 
çao K : e h(x,t} representa a razão com que se processa a co -
lhe i ta .. 
Se h(x,t) excede a razão de crescimento natural F(x) 
então a razão de crescimento da população decresce(dx < 0 ) e 
' dt 
vice-versa. 
No caso em que h(x,t) ;; F(x), a população permanece 
a um ni:vel constante ( !.las = O), ou seja, h(x,t) ftF (x) ' e que 
dt 
produção sustentável pode ser colhida de forma que o ' a que n~-
vel de população permaneça constante. ConclusÕés interessantes 
podem ser tiradas para o caso em que h{x,t) * F(x). 
Neste trabalho estamos interessados nas influências 
dos fatores biolÓgicos e econÔmicos na dinâmica populacional • 
Em muitos casos (mas não todos), as soluções de equilÍbrio con 
vergem para a teoria dinâmica e processos de otimização. 
Os modelos são às vezes criticados pelo fato de não 
levarem em consideração alguns fatores tanto biolÓgicos como 
econômicos. 
Neste capítulo veremos apenas alguns fatores biolÓ 
gicos não levando em consideração os econômicos. 
Um particular perigo associado ao uso de qualquer I 
modelo matemático em exploração de recursos renováveis é o pr~ 
blema da extrapolação de dados avaliados,pois às vezes os 
27. 
resultados dos modelos logísticos sao testados com dados expe 
rirnentais. Assim, o modelo logístico pode ser aceitável quan-
do as razões de exploração são pequenas, mas podem produzir 
erros quando extendido para razões grandes, com os modelos de 
depensação, como veremos a seguir. 
O modelo logÍstico assim idealizado reflete alguns 
aspectos importantes da dinâmica de exploração de recursos r~ , 
nováveis, como vimos anterioroente, mas também são criticados. 
O modelo pode ser melhorado e modificado de modo a torná-lo 
um modelo mais adequado às condições reais, como veremos nos 
próximos capítulos. 
Alguns aspectos importantes de modelos realísticos 
de população que podem ser considerados mas que neste traba -
lho não serão inCluídos sao:-
a) efeitos periódicos e instantâneos 
brestrutura de idades e efeitos relativos 
c) Multi - espécies, efeitos do ecosistema 




3 .l. ) NODELO DE CRESCIMENTO LOGÍSTICO 
Se considerarmos que a variação da oopulação em 




F(x) (modelo generalizado) 
Suponhamos que em certa população a razão de nasci-
mento n e a razão de mortalidade m são proporcionais à po-
pulação x. e seja r~ n - m a razão de crescimento lÍquido 
da população. 
Assim obtemos a equação diferencial:~ ( ) 
= r.x 3.1.1 
dt 
como modelo de crescimento de população com tempo contÍm.io(No-
dele de Malthus). 
Neste modelo estamos apenas considerando a natalida 
. -
dif'e a mortalidade, sem considerar outros fatoreS também natu-
rais como: colheitas, epidemias, predadorismo~ 
A solução desta e~ação diferencial 
e outros .. 
, rt 
e: x(t)=x(O~ 
se r> O então x cresce exponencialmente~ mas se r< Ot então 
x decresce exponencialmente. 
Claramente, este não expressa um modelo realÍstico 
quando t for muito grande, pois, à partir de uma população que 
crescein9ef:inidamente,haverá um dado momento em que fatores I 
roais fortes a limitará, como por ·exemplo: alimentação, habita-
ção, espaço e outros. 
Assim, levando em consideração alguns destes fato -
res, a equação (3.1.1} poderá ser modificada para a forma:-
dx = r (x). x 
dt 
(3.1.2) 
onde r(x) é uma função que decresce com o aumento de x, ou 




que depende do nÍvel de., população x .. 
Este modelo é dito descrever um processo de susten 
--
tação ou compensação que controla o crescimento da população 
com seu nível dearescente. 
do: 
O exemplo mais simples e mais usado é obtido quan-





que torna a equaçao diferencial:-
dx="( 
"· l dt ;!!; ). X = F (x) K 
que é a Equação LogÍstica de Verhuhst (1836), ?-..>0 é .. chamada 
razão de crescimento intrínseco, visto que .a razão de cresci -
menta proporcional para pequenas populações 
te igual à Íl; 
. . -x e aprox~maaamen 
e K é o nível de saturação, ou seja, a população máxima pe.rmi-
ti-ã"a. Observamos que a equação ( 3 .1. 4) possui doiS pontos de 
eguil.Íbr!Q_., 
1. .x . < 1 - "' > = o ~ 
K 
X = 0 e X= K 
que nos permite concluir que: para O<. x <K, nós temos ~)O: e 
dt 
para x >K nós temos dx dt < O, o que nos permite concluir que K 
é um ponto de ~quilÍbrio estável, ou 1 mais presisamente 1 K • e 
um ponto de equilÍbrio assintóticame!!.ElL.estável para x.,.. O,no 
sentido que:-




"' (h) :<. 
Fig. (3.1.5) à)Razão de crescimento da população: 
b)Gráfico da população 
A figura (3.1.5) foi concluÍda através do desenvol 
vimento abaixo: 
dx =).... X (1 - ,l!; ) 
dt K 






desenvolvendo por frações parciais obtemos:-
-·"· 
dx 
= 1 ( l + _L ) dx= L dt 
x(K-x) X X K-x j( 
eliminando K de ambos os lados e resolvendo-a obtemos:-
Lnx - Ln (K - x) = ~ + C 
Ln lL = Ât + c 
k-x 
para t = o temos X (O) = XI> 
Ln _.?S.a._.. 





K - Xo 
k-><o 
x (K- "c ) = e'-t 
Xó(K- x) 
= c 
onde c = I< - X.a 
• 
31. 
Assim, analisando a solução obtemos, quando t-.oo, 
x (t) tende para K, exponencialmente. Se O< x 0 <. K, então 
C> O e assim x (t) tende para K por valores menores que. K. 
Se x 0 > K, então .C<O, x(t) tende para K por valores maiores 
que K, decrescendo. 
3. 2. MODELO LOGfSTICO C011 COLHEITA 
Consideremos agora o modelo logístico com uma co 
lheita, ou seja, houve uma_rernoção ou afastamento de popula-
çao, com uma razão h(x 1 t). 
tante. 
Assim ficamos com a equação: 
dx = F (x) - h(x,t) 
dt 
onde F (x) =).,x.(l- as) 
K 
(3.2.1) 
Um caso importante surge quando h(x,t) = h~ h con~ 
dx = F(x) - h 
dt 
(3.2.2) 
Na equação inicial de Verhulst 
2 dx = ÂX - '..z 
dt K 




' e ponto máximo para 
a população. 
O valor de F(x} = ?.x - \x2 quando x = _.JL 
K 2 
F(x) = ÀK • Valor máximo de F (x). 
4 
' e 
Assim, no caso em que h < max F(x)- que é igual a 
?....K temos para a equação (3.2 .• 2) dois pontos de equilÍbrio I 
4 
Quando x 1 < x < x 2 •temos dx /O e em caso I 
dt 
32. 
contrário temos dx <O, então concluímos que x1 é um ponto 
dt 




Figura (3 .. 2.3). Equilfbrios no caso de h= constante l AI<. 
4 
Se x = K ternos que x(t) converge assintóticaroente 
para x2 por valores inferiores. 
Para x·< x1 temos que x(t) tende para ze~o mas não 
assintóticamente pois zero não é ponto de equilÍbrio, é com 
certe~a um ponto de_ equilÍbrio biolÓgico. 
Se h > max F(x) = 1 ÃK, 
4 
inicial 
temos que x(t) tende pa 
ra zero para qualquer valor de xo pois estamos co 




---t.>-- --.~----~~----~· o Klz 
Figura (3.2.4}: EquilÍbrios no mOdelo com colheita h= const,fYl 
No caso h= 1 ~ K = max F(x), teremos um ]j ponto 
de equilfbrio x1 = K ' · t' 1 · (O)> que e ~ - es ave po2s:- se x x1 2 





Figura (3.2.5)Í EquilÍbrio no modelo com colheita h= 





O modelo dado pela equa9ão (3.2.2) nos dá uma sé -
rie de previsões importantes referentes à colheita de recur 
sos renováveis: 
(1) Indica que existe uma produção máxima sustentável hp:r-rs = 
m~· F(x), que significa que qualquer colheita maior que este 
n!vel leva à extinção da população. 
(2) O nível da população que maximiza h, o valor de x = x PNS 
não é o nível máximo da população 1 mas a metade deste nível , 
que é onde há maior taxa de crescimento. De fato, não há pro-
dução sustentável para o nível de população x = k. 
3.3. APLICAÇ~O À PESCA 
Consideremos agora que a equação (3.2.2) represen-
ta unt modelo de população de peixes e que o coeficiente de 
colheita h é a pesca que é feita. 
Consideremos h = Q.E.x. onde: -
E = esforço usado na pescaria 
Q = constante = coeficiente de captura 
Podemos normalizar as unidades tomando Q = l.Então 
obtemos: dx = F(x) - E.x = ?..,x. (1 
dt 
• 
- E.X (3.3.1} 
• 
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~que é o nosso modelo de colheita básico. 
Supondo E constante e fazendo dx = O,obtemos: 
dt 
;).x .( 1 - as ) - E. x = o 
K 
que fornece os seguintes pontos de equil!brio:-
x = O e 
X= K.( 1- E ) 
r 
_,_ 
Figura (3.3.2): curva de crescimento Logístico com esforço E 
constante. 
A equação de colheita ou colheita sustentável / 
Y = h correspondente a E 
E ( ;>.. • y 
'PMS - - --?4----.._ 
é dado por: Y ~ E., x1 = E.K11-E)com 
À-
Figura (3.3.3) Curva Esforço - Produção (Modelo de Shaefer) 
Quando E cresce, então Y tende para o nível de prg 
dução máximo {suavemente. com E = ~ ~ XJ = ~ ) e para zero 
2 2 
(suavemente, para E =.te x 1 = O ). 
3.4. HODELOS LOGfSTICOS GENERALIZADOS 
• 
A equação §2! = F(x) 
dt 
35. 
(3.4.1), define o modelo 
de crescimento logístico generalizado, onde as curvas de cres 




"" Figura (3.4.2):- Tipos de 
(a) compensação pura 
(b) depensation 








Em casa caso x = K é um ponto de equilÍbrio está -
vel. o modelo logístico onde F(x) = r(x) decresce com x é cham~ 
X 
do modelo de compensaçao pura. 
Se r(x) é crescente com x para certos valores de 
x, o processo de depensatiOn... existe, é a curva (b) acima. 
Se F(x) < O para alguns valores de x próximos a 
zero como a curva (c), temos que existe um equilÍbrio instável 
em Ko tal que Lim x(t) = O quando x(O) < Ko. 
t-oo 
o valor x = Ko é chamado nível de ponulação 
nimo viável .. 
3.5. CURVAS DE ESFORÇO- PRODUÇ~O. 
' m~-
Suponhamos que a população é colhida por meio de 
um esforço constante E, tal que a equação (3.4.1) torna-se:-
• 




Queremos agora construir a curva ~ Produção, ou s~ 
ja, a curva Y = Y(E). 
No caso de !ilil ser uma função crescente em x, ou 
X 
seja. no caso de compens~ção pura, para cada E ternos um Único I 





Figura (3.5.2) Compensação pura curva de crescimento e curva / 
de produção. 
A curva esforço - produção cresce rápidamente para 
o máximo {YPMS) e depois decresce suavemente enquanto o esforÇo 
é lentamente crescente, ou seja, a produção aumenta com o esfor-
ço até alcançar a P.M.S., depois, continua aumentando o esforço, 
haverá uma diminuição na produção, pois, já se estará colhendo 
além do máximo permitido, não dando chance da população se repr.Q 
duzir e voltar ao nível de população ideal. 
A produção será nula à partir do esforço E ?E* onde 
E*= F'(O) = max r(x) =A. 
isto é, E* =À é a razão de crescimento proporcio-
nal máxima ou razão de crescimento intrínseco da população. 
Depensation não cr!tica 
No caso em que F(x) exibe uma curva de depensation 
teremos 1 para cada nível E < E* = max r(x) 1 existe uma popul,2; 
~ão de equilÍbrio estável x 
" lE com uma correspondente Y lE. 
Para 
= F' (O), também existe um equilí 
37. 
brio instável x 2E tal que· se x(O) > x .- 2E ternos que x ten 
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Figura (3.5.3): Depensation 
a) curva de cresc"irnento 











No caso de compensação pura, o resultado crítico 
E* existe tal que, quando E)E* ternos Y(E)=O, que, como vi 
mos anteriormente: E* = max r(x). 
Agora no caso de 11 depensation" ternos urna desconj:_i 
nuidade em E* com a população saltando para zero quando E>E*. 
Vendo o problema na visão puramente matemática,es 
ta equªçao (3.5.1) teria uma bifurcação em E= E*, terido a! so-
luções que mudam Uescontinuad~ente quando E passa por E*. 
A figura (3.5.3) (a) nos mostra que para pequeno 
crescimento no esforço E acima de E*, haveria um colapso na po-
pulação:a figura (b), exibe um certo efeito de histerese. 
Suponhamos que E> E*, assim x(t) tende a zero,as-
sim, como x é estritamente positivo, o esforço E teria que ser 
reduzido para algum níve~ E inferior a E*, mas Y não voltaria 
necessáriamente para YiE, e assim, reduzido E de forma a tornar 
x2E~ x, a população continuaria a decrescer. 
Assim, retornar para o nível Y1E seria retornar a 
um esforço E<E *,que seria a atitude para se evitar o colapso. 
O modelo de depensation prediz a extinção da popu 
• 
38. 
lação caso o esforço permaneça acima do nível cr!tico,poís : (1) 
o esforço seria reduzido quando a população começasse a decli -
nar; (2) inevitávelmente algumas espécies seriam capturadas por 
uma razão ou outra, assim, sabendo-se o nível de esforço críti-
co, pode-se planejar melhor a colheita para sempre se obter uma 
boa produção. 
DEPENSATION CRÍTICA 
Na depensation ' .. crJ.tJ.ca, 
y 
obteremos os gráficos:-






Figura (3 .. 5 .. 4) Depensation crÍtica:_ (a) curva de crescimento~ 
(b) curva de produção. 
Para todo esforço E? O temos dois pontos de equi 
!{brio : e temos também ' x = O que e um ponto de 
equilÍbrio localmente estável. 
Se o esforço tende a um nível super-crítico, a pg 
pulação pode ser reduzida a um nível inferior ao nível 
viável Ko. 
' . Inl.Ul.IDO 
Esta depensation critica eXibe um processo de ir-
reversibilidade, onde o nível de população x inferior a Ko le-
va a um processo de extinção irreversível. 
Por volta dos anos 1960, as baleias azuis começa-
ram a desaparecer devido à pesca desenfreada, levando a um ní 
vel quase irreversível, quase impossível de recuperação. Mas o 
I.\'l.C. (I-nternational Whaling Comission), desde 1965 tem contr.Q 
lado a pesca 1 havendo aparentemente aumentado a população das 
• 
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baleias em aproximadamente 4% ao ano, elevando-a ao nível de 
a.ooo baleias (estimado) em 1975. 
• 
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IV - MODELOS DE GORDON E GOULD 
Neste capítulo, veremos dois modelos de exploração 
de recursos renováveis - a pesca: um modelo é o de Gordon[ 6] 
1954, no qual se argumenta que não haverá extinção da espécie 
mesmo que tenhamos uma pesca desordenada; e o modelo de 
Gould ( 1 J no qual se faz uma análise da curva de produção I 
sustentável afirmando que haverá extinção da espécie se tive~ 
mos uma pesca desenfreada. 
Estes modelos estão baseados na curva de dissipa 
ção de renda econÔmica. E será mais adiante comparada com a 
política de colheita do lucro - máximo. 
Outro aspecto importante também'analisadO é o efeá 
to do 11 time discounted1; que como consequência- tem que o pro -
prietário Único tarr~ém dissipa uma certa fração de renda eco-
nômica sustentável potencial para encontrar um nível Ótimo 
de renda sustentável que é menor que o máximo. 
O estudo, neste capítulo, leVa em consideràção al-
gumas suposições às vezes irrealistas, mas que nos dão um pri 
meiro estudo neste campo de pesquisa. 
Teorias mais sofisticadas devem ser usadas para um 
estudo mais aprofundado como:- variações de parâmetros econô-
micos sobre o tempo~ questões de demanda e de oferta1 custos 
fixos e irreversibilidade de investimentos!_ dados incertos e 
insuficientes; restrições polÍticas e institucionais • 
• 
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4.1. MODELO DE GORDON. 
Gordon, estudando modelos de dinâmica populacional 
em 1954, desenvolveu um trabalho sobre pesca de livre-acesso 
ou propriedade - comum. 
A pesca de livre-acesso é por definição urna pe~ 
ca completamente incontrolada: qualquer um pode colher estes 
recursos (peixes). 
Ocorrem abusos nestes tipos de empresas, que -sao 
controladas por Órgãos governamentais e particulares. A pesca 
está sujeita a uma regulamentação internacional, que tenta e-
vitar estes abusos. 
O modelo de Gordon é baseado na curva parabÓlica 
de esforço produção (curva 3.3.3. ). Uma produção Y (E). me-
dida por biomassa, por exemplo, é a resultante do nÍvel de ee 
f6rço E aplicado. 
Se assumimos que cada unidade de biomassa pescada 
custa o mesmo prece constante p, então a Renda Total Susten-
tável (RT) resultante deste esforço E será: 
RT = p. Y(E) (4.1.1) 
que nos fornece a curva abaixo. 
CT 
Figura (4.1.2): Relação Esforço x Lucro • 
• 
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Agora, toda operação requer um gasto, ou seja, o 
CUsto da pesca (CT), que no nosso caso está sendo considera-
do proporcional apenas ao esforço E aplicado, de onde tiramos 
a equação: CT = c.E (4.1.3) 
onde c ' e constante .. 
A diferença·entre a renda total e o custo total 
chamado Lucro EconÔmico Sustentável. 
LES = RT - CT = p.Y(E) - c.E (4.1.4) 
' e 
Então, no modelo. de Gordon, o esforço de pesca no 
sistema de livre acesso tende a um ponto de equilÍbrio F~(e­
quil{brio bionÔmico). onde a renda total é igual ao custo to-
tal, ou seja, onde o lucro econômico é nulo. 
Esta conclusão se dá devido a dois fatores:-
1) se E > Eco: pede ser mantido por um tempo indet.§_r 
minado, então o custo é maior do que a renda, e portanto, pe.§. 
c adores iriam desistir deste ramo e com isso o esforço dirni 
-
nuiria. 2) se E<Ecri- pode ser mantido sempre, então, haverá 
sempre renda, e assim aumentará o número de pescadores pelo 
fato de ser de livre - acesso e assim aumentaria o esforço de 
pesca E. 
A pesca é capaz de produzir lucro positivo, mas se 
~aduzir lucro nulo devido a um excessivo nível de esforço E, 
então, nem os pescadores, nem a sociedade estariam usufruindo 
deste recurso, devido a não estarem fazendo uso adequado do 
mesmo. Esta situação é chamada Super - Pesca Econômica.Agora 
quando sempre se tem renda, aumenta-se o esforço chegando a 
um nível Eco ~ maior _que a produção máxima sustentável (PNS) 
este caso levaria a uma produtividade biolÓgica a um nível Zft 
ro, esta é a chamada Super - Pesca BiolÓgica. 
A super - pesca bio1Ógica 1 a nível do modelo esfoE 
ço - produção log!stico proposto torna-se:-
• 
• 
dx = ~.(1- ~) - E.x =O 
dt k (4.1.5) 
aqui 
LT = RT - CT = p. E.x - c.E = o (4.1,6) 
Y (E) = E.x 
r = n - m = razão de crescimento 
K = Índice de população máximo 
resolvendo-se a equaÇão diferencial (4.1.5).obtemos:-
dx = E • x( K.(1 - § ) - x ) 
dH K r 
usando o métolo de variáveis separadas obtemos:-
dx 




~1=-----( J x1 dx + J-1=------
K.(l -E ) K.(1-E/r) - X 
r 




_ E ) (r-E)t 
r J.e 




Se E <r então quando t -.. oo, x(t) tende para K1l-E/r). 




Fig. 4.1.7 curva de crescimento com colheita y = E.x • 
• 
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o estudo desta equaçao sem a retirada (E.x) nos 
forneceu o gráfico (4.1.4) de onde concluÍmos 
x = O é um ponto de equilÍbrio instável 
e x ~ K é um ponto de equilÍbrio assintóticamen-
te estável. 
Conforme a figura 4.1~4, vemos que se não hou-
ve retirada, a população tende a um equilÍbrio estável em 
X = k. 
As equaçoes (4.1.5) e (4.1.6) nos dão os seguin 
tes pontos de equilÍbrio:-
= r (1 - c ) 
P'K 
com o correspond~nte n.!vel de estoque x = x 00 = E.* 
p 
Se assumimos r e K corno sendo conhecidos, então 
Eoo depende apenas da razão custo - preço. 
Se o custo da pesca é suficientement~ grande em 
relação ao preço do peixe, ou seja, se .s1) p, então não te -
K 
ria sentido a exploração da pesca. 
Para o caso de termos preços altos (ou custos bai 
xos) então, haverá lucro com a pesca, assim teremos 
de equilÍbrio r;;, como na figura (4.1.8). E como 
um ponto 
2 E00 (,E PHS 
então, não ocorre;á uma pesca biolÓgica porque ainda podemos 
aumentar o esforço. 
Se a razão 2 é 
p 
mostra um novo equilÍbrio 
pequen?J., então, a curva CT3 a qual 
3 E~ que é maior que E PMS, neste 
' biolÓgica. caso, ocorrera uma super-pesca 
Em ambos os equilÍ:brios E .2 ao E3 ' podemos e ro nos 
lucro, lucro, ' > ' obter o mesmo so que no caso E., nos vemos que 
poderemos colher mais e aumentar o esforço e no caso ~ • nos 
não poderemos .explorar este recurso por mui to tempo pois te -
mos uma super-pesca biolÓgica, e com isso, depois de certo 
• 
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tempo, ou extinguirÍamos a população de peixes ou não te -
ríamos mais lucro. 
Este modelo, de Gordon, não leva a população 
extinção pois, o custo da pesca é positivo. 
' a 
Agora, considererr~s o caso em que a renda econô 
mica é nula, ou seja, em que o n!vel de esforço Ea:,- ~ >o,pro 
duz um lucro econômico nulo. Se o esforço E pode ser re-
duzido, então teriamos lucro econÔmico positivo. Por exern-
plo, no caso em que E00 excede E P-MS, então, se diminuir 
mos o esforço, teremos comO consequências: o aurrento da 






Figura 4.1.8. Custo e Renda x Esforço 
Assim, sempre que temos um gasto excessivo de 
esforço de pesca de livre - acesso, temos uma insuficiên 
cia econômica: que é o caso de super - pesca econômica. E 
a super - pesca econômica não implica em super - pesca bio-
l6gica {ver fig. 4.1.8. CT2l 
O modelo sugere então, que ocorreriam as duas: 
super-pesca econômica e biológica. A primeira dar-se-ia por 
exemplo, com as inovações tecnolÓgicas que reduziriam o 
custo da pesca: e a segunda 1 quando aumenta o preçq do pei-
xe. Assim surgem as perguntas; Qual é o nível . de esforço o-
timot já que o equilfbrio bionôrnico Ero· é ineficiente? 
Qual é a produção sustentável ótima? 
• 
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Gordon sugere que o esforço ótimo dar-se-ia quan 
do o lucro econômico (RT - CT) fosse máximo. Mas a sugestão 
vai contra a dinâmica dos processos econÔmicos e biolÓgicos. 
llT 
C f 
Fig_. 4_.1.9 - Ma~dntização do lucro econÔmico sustentável oCO.f: 
re em E = Eo 
Esta conclusão é uma das preocupações deste tr~ 
balho. Suponhamos, por exemplo, que haja urna pesca de livre-
acesso com equilÍbrio bionôwico E = ~- (Fig.4.1.9) Agora 
queremos aumentar a produção sustentável. Então~ primeirameg 
te, deveríamos diminuir o esforço de pesca, pois este, ape -
sar de produzir de imediato um decréscimo na produção futur~ 
mente levaria a um aumento da produção. 
e sabemos 
Equacionando o problema ficaríamos com: 
Produção Y = E_. x 
dx = F(x) 
dt 
E.x 
Agora quando Eco tende para algum nÍvel E <E00 . 









Fig .. 4 .. 1.10. o efeito do esforço E diminuído no tempo t=t*. 
A curva B mostra os resultados da redução, a 
curva A corr.esponde à não redução do esforço .. 
AsSim, se quererrcs produções futuras melhores, 
temos que reduzir os nÍvei·s de esforço .. O problema fundamen 
tal torna-se determinar o negÓcio oposto Ótimo.Eáte proble-
ma nos leva a uma grande dificuldade .do ponto de vi.sta fil.Q 
sÓfico, político e biológico pois envolve a conservação de 





4.2. MODELO DE GOULD 
Faremos agora uma discussão da curva de produção 
sustentável, baseado no teorema de Smith (1969) ( 5 ], que 
podemos postular: a razão de crescimento da população inexplo 
rada é proporcional ao seu tamanho, ou seja, dx =F (x), cujo 
gráfico é do tipo:- dt 
--
Figura 4.2.1.- Curva de crescimento natural (vista anterior -
mente) 
onde K é um ponto de equilÍbrio estável e Ko 
é a população mínima viável. Segundo Gould, para níveis meno-
res que Ko a população cresceria mas vulnerável a doenças e a 
predadores naturais. 
A produção Y de uma indústria pesqueira depen-
de da soma dos esforços E, e do tamanho da população de pei -
xes x: 
Y = g(E,x) (4.2.2) 
e assumimos que a produção marginal do esforço 2g 
dE 
' . . e pOSltl.-
va, e que a produção marginal da população Bg é positiva. E 
dx 
pa+a os produtos médios e marginal de ambos estão sujeitos a 
lucros diminuidos. 
Se assumimos que nao há relação entre o esforço 
de pesca e a razão de crescimento natural, a população de pei 
xes está em equilÍbrio quando a indústria pesqueira está co -
lhendo os peixes a uma razão igual à sua razão de crescimento 




Podemos tirar Y como função do esforço das se-
guintes equaçoes:-
i) ~ = F(x) 
dt 
ii) y = g(E,x) 
iii) y = dx 
. dt 
De onde obteremos o 'f. gra ~co:-
Figura 4.2.3. - curva do crescimento da população e da Produ-
ção. 
As curvas El,E 2 ,E 3 , ••••• significam a função prg 
dução Y = g(E#x), ou seja, para um esforço fixado E1 , a li-
nha E1 mostra a curva Y = g'(El,x) .. 
Consideremos o esforço E1, então se temos uma 
população de peixes rnaiorque x3 , então a produção excede o 
crescimento natural então a população diminui. 
Para o caso x1 <.. x <. x 3 , temos que a população 
aumenta. 
Para x ~ xl, a população tende a zero. 
Esta análise é semelhante à feita da fj.gura (4 .. 1.8) .. 
Assim, para um dado esforço E1, teremos um equilí 
brio estável em x = x3 e uma produção sustentável de Y3 • Em ge 
ral, a produção sustentável para um dado esforço E qualquer ' e 
indicado onde a curva E corta a curva de crescimento natural, 
51. 
e é abaixo da curva E1. 
Pois, se temos, por exemplo, as curvas E2 e E3 
sabemos que E3 > E2 então dx< y para todo x, pois estar~ 
dt 
mos colhendo numa razão maior que a razão de crescimento na 
tural. Se E3 é mantido sempre, ~ntão, a população tende 
extinção e a produção·sustentável tende a zero. 
' a 
Esta figura (4. 2. 3 .. ) pode ser transformada em 
uma figura do tipo da figura(4.2.l~ com Y estando de acor-
do com a curva de crescimento natural .. Sendo que, para valo 
res crescentes até E2, a produção sustentável é positiva,em 
E2 há uma 
11 descontinuidade 11 na curva, e para valores E)" E2 
a produção sustentável é nula. 
y 
' E• 
Figura 4.2.4. Produção sustentável x Esforço. 
Da figura (4.2.3) podemos indicar que a popula-
ção mínima viável Ko é positiva e a produção marginal da po-
pulação é positiva, então, a curva de produção sustentável é 
udescont!nua 11 • Se uma destas duas hipÓteses não são satisfei 
tas {isto é possível, mas não é necessário), então a curva 
de produção sustentável varia continuamente. 
Para o teorema de Smith ser satisfeito é neces-
sário que a curva de produção sustentável seja contínua. E o 
caso de descontinuidade seria estudado como um caso especial. 
Por exemplo, se na curva CT3 da figura {4.1.8) temos uma de§ 
continuidade, intuitivamente podemos sugerir (corretamente ) 
• 
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queJ na correspondente (positiva) relação preço por esforço_ 
a população seria dissipada. 
Assim, comparando resumidamente os modelos: 
O modelo de Gordon está resumido--~ _nas eqt;tações 
(i) dx = F(x) 
dt 
(iii) dx = y 
dt 
e com a condição de equilÍbrio lucro zero P.Y.= c.E.(iv} 
Gráficamente consiste em resolver (i) e (iV)na 
figura (4.2.3) com Y em função de E, e co~~inada com a equa-
ção (iii) na figura f4.2.1) para encontrar os valores em Y 
e em E.,. 
O modelo de Gould, o qual mostra mais claramen-
te a extinção será:-· eliminar E pelas equações ii)Y=\g{E,x) 
dando Y 
e iV}p .Y =c!.E .. 
como função de x, e a! combinar com as equaçoes 
(i) e (iii) para encontrar o equilÍbrio 
y 




Para a populaÇãPx2 e esforço E1 a produção su~ 
tentável é Yl• E para a mesma população consideran~o E variá 







Figura 4.2.6. Razão de crescimento e Produção quando E é varii 
vel. 
que mostra as produções de equilÍbrio para diferentes níveis 
de população. 
Suponha que Y* na figura (4.2.6) ' e a curva de 
cresciw~nto natural. A razão de crescimento da população na 
rede é igual à razão de crescimento natural menos o que já foi 
.pego. Então, teremos um ponto de equilÍbrio em Y1* quando / 
dx == x 
dt e , assim (xe , Ye*) é a posição de equilÍbrio biQ 
nômico estado-estável. E é estável pois se x ~ Xe temos Y1*> 
~ , então mais peixes estão sendo pegOs do que a natureza pr,Q_ 
dt 
duz, assim a populaÇão decresce. 
Se x ~ xe tew~s Y1* <~ então x cresce. 
dt 
• Na figura (4.2.6), as curvas Y* dependem dos par~ 
metros da função produção e dos valores de ,9. e de p • 
Por exemplo para p pequeno e c grande a curva 
Y* tenderia para Y2*• 
• A curva Y3 ilustra o caso de extinção da popula 
çao de peixes, pois a indústria pesqueira colhe excedendo a 
razão de crescimento natural, então a população decresce. Com 
• 
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uma pesca deste tipo, desgovernada, teríamos que a população 
de peixes diminui continuamente. E no nível de população x1, 
a indústria acaba, e neste n!velf a população x tende a ze-




4.3. FUNÇ~O PRODUÇ~O 
Consideremos agora, a equação de crescimento da 
população com remoção { com a colheita efetuada), ou seja 
dx ~ F(x) 
dt 
h(x,t) t ~ Q 
' 
onde F(x) é a função de crescimen~o natural da população é a 
função h(x,t) é determinada por:-
(1) tamanho da população de peixes x 
(2) razão de esforço de colheita E = E(t) 
como Gould considerou em seu modelo assim h= Y = g(E,x) 
onde Y = g(E,x) é chamáda função Produção para dado recurso 
industrial. 
Esta função Produção g{E,x) assume, por Econometria 
• a forma 
g(E,x) ~ a.E'.x• 
com a, C!{. , e ~ constantes positivas 
Consideremos aqui <>t = 1 e denominamos g(x }=a.xe 
Assim g(E,x) = G(x). E, ou seja, uma função linear 
em E, e esta escolha, feita por motivo de simplicidade prima-
riamente matemática, nos levará a um modelo linear de otirr~z~ 
ção cujo uso é mais fácil que o não - linear. 
O modelo não cOmplicaria se a função G(x) conside-
. 
rada nao fosse da forma qx~ 1 talvez o modelo seria mais rea-
lista se G fosse uma função arbitrária. 
Assim, na rede, o lucro econômico por cada vez que 
jogássemos a rede com esforço E,.o. t, seria dado por:-
L·At = L (x,E). A t = (p.h - c.E].At 
onde c(x) ~ c 
G(x) 
~ jp.h. c:,. t + c.E.t:;. t 
= p.G(x) E. f::, t - c.E.bt 
= Ú;>.G(x) - c l· E. f::, t 
=CP.- c <xB • h • .c; t. 
• 
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assim, em uma colheita unitária onde o nível de população 
x. teríamos um custo de 
c .E. Llt = c • .lL.. Ll.t = c • h.Ât = c(x). h . .C,t = 
G(x) G(x) 
A função ~(x) é uma função não decrescente pois 
G(x' é uma função não crescente em x. 
' e 
Assim, o proprietário Único tem por objetivo ma -
ximizar os lucros na rêde, mas temos que levar em consideração 
os descontos derivados da exploração (como por exemplo,- custo 
do incremento que se coloca no esforço). Sejaó~O esta razao 
de descontos que é constante. Equacionando o problema ficarí2 
roos com: 
VP = J."' e..st .L(x,E)dt (4.3.1) 
r~ ..st . 
VP =j
0 
e . f P- c (x(t)) }.h (x,t) dt 
onde VP é- o valor presente, que depende da população x, cuja 
taxa de variação é ~ = F(x) _ h(x,t) e da colheita h{x,t) I 
dt 
que leva a valores grandes de VP: 




e ai temos um problema de maximizaçãof em Teoria de Controle 
ótimo. 
POLfTICA DE COLHEITA ÓTIMA 
Existem vários métodos matemáticoS para determi-
nar h= h(x,t) que maximize a função dada por (4~3.1), mas 
aqui nós usamos uma aproximação formal, substituindo h{x,t) = 
F(x) dx, ou seja, 
dt 





que é ~ funcional da forma J ~ {t,x,X)dt,onde podemos aplicar 
a clássica condição de Euler d~= _g__ ~ 
dx dt ox 
que é usada para obter uma solução rápida, mas parcial, do pro 
blema. No nosso caso:-
21l = ô 
dx õx 
( -ót [p-c(x)]. [F(x) - ~)) e . 
=e""ót. { [ F(x) - x). c'(x} + (p - c(x)).F' (x) } 
d Q!_= d 
dt õx dt 





=e {5.[ p-c(x)} -c'(:<). x} 
igualando as duas obterernos:-
éót. { (F(x) - x) • c' (x) + [ p- c(xl].F' (xl} =eót. { [p-c(xl] 
- c• (x) • i} 
c' (x).F(x) + [ p - c(x) ] .F' (x) = ó(. p - c(xl) 
F' (x) ...s.:J.x) .F' (x) = ó 
[ p- c (x) J (4.3.3) 
Assumimos que (4.3.3) tem uma Única solução I 
x = x* que chamamos nível de população ótimo. 
Surgem então as questões: 
(a) Em~ quais circunstâncias x* é uma solução Ótima para o 
nosso problema original? 
(b) Qual é o método Ótimo de aproximação de x* para algum ní-
vel de população inicial x(o) f x*? 
(c) Como x* depende dos parâmetros do problema? 
• 
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(d) Qual é o significado econômico ·da equação (4.3.3)? 
Em resposta a essas perguntas podemos argumentar 
matemáticamente: quando x* estiver entre as soluções factí 
veis e satisfizer as condições do problema original, ele será 
solução do problema original_ ou seja, quando 
respondente for também maior ou igual a zero, e ambas maximi-
zarem a equação (4.3.1) 
O que responde à questão (a). 
Quanto ao método Ótimo de aproximação de x* depen 
derá das condições do problema e de sua expressão numérica de 
VP. 
A questão (c) pode ser respondida no seguinte i-
tem:-
EQtJII~fBRIO ÓTIHO E APROXIHAÇ:\0 
o nível Ótimo x*- é assumido como uma soluçãO Úni-
capara o problema (4.3.3). 
Dada uma população iniciai x(O), a política de cg 
lheita Ótima pode ser descrita como: usa-se uma razão de co 
lheita h* (x,t) que leva o nível :x:(t) a x* tão rápida:mente 
quanto possível. Assim, se h max denota a colheita máxima fac 
tível, então temos:-
hmax se x > x* 
* h(x,t) = F (x*) se x ;:: x* 
o se x..::: x* 
o que nos diz que, se o ní.vel de população x< x* então, nada 
devemos colher até que x chegue ao nÍvel Ótimo x*. 
Se x = x*, então devemos colher a razão igual ' a 
razão de crescimento da população x*. 
Se x ~ x*, aí devemos colher o wáximo que puder-







Assim obtivemos uma colheita Ótima, que nos dá 
~,~----------------------~t 
Figura (4.3.5) -População Ótima e colheita ófima. 
Se x(O)= A1 a razão de colheita máxima reduz a 
população do nível x ao nível x*. 
Se x{O)= B, a pesca é fechada (h=O} então x 
cresce a x*. 
Esta pode ser uma polÍtica às vezes irrealista, 
pois, parece urna atitude extrema fechar a pesca, principal -
mente se for por tempo demorado. Veremos mais adiante que es 
- -
te fato é devido ao modelo ser linear, o qual implica q~e n~ 
nhum beneficio está associado com a razão de coleita, mas a-
penas a quantidade de pesca é importante. 
~ importante observar que a política de colhei-
ta Ótima proposta mesmo neste modelo é a de '~colheita por I 
E.Ulso", em que o estoque é colhido pesadamente e depois lhe 
é permitido estabelecer-se novamente. ~ esta também uma con-
sequência da linearidade. 
O EFEITO DO DESCONTO 
Veremos nesta seção como o desconto influencia 
na Rrodução Ótima Y* = F(x*} 
Reescrevendo a equação (4.3.3), ficaremos com 





{F (x) • [ p - c(x) J } = ó-[ p - c (x) J (4.3.6) 
Para a produção sustentável 
h(x., t) = F(x) a expressão J'(x) = [ p- c(x) J .F (x) 
representa o lucro sustentável ao nível de população x. 
Assim a equação (4.3.6) fica 
22 = 6.[ p - c (x) ] 
dx 
Se considerarmos x como uma variável decisiva 
então dfl decresce ' em x 1 isto e, Ax = l, aumentamos a va -
dx 
riação da população em uma unidade, isto produz um lucro na r~ 
de de [ p - c (x) }.Ax = p - c{'X). Mas causa um decréscimo no 
. ' lucro sustentável de !::.f= J'(x). D.. x = j'(x), ou seja, se pescar -
mos um peixe a mais teremos um lucro imediato de p - c(x) mas 
diminuiremos o lucro futuro sustentável. e esse lucro seria d~ 
do .por:-





J"' -St VP = e o 5' , (x} = 1 • 5 
A equação d.P = 5[ p - c(x)] depende de x e se 
dx 
imediato pode igualar o VP ao menor lucro 
Dois casos são interessantes para o nosso estu-
(I) se Ó = O, ou seja, se não temos nada a d~scontar como, por 
exemplo, não fizemos nenhuma implementação na pesca e com is-
so nada temos a pagar extra, então df =Sr p - c(x) J implica 
dx -
na maximização do lucro econômico sustentávelY(x), isto 
Se dá devido ao f ato da integral J~ e~.rt. [ p - c ( x) J dx di ver-
gir quando 6= o. 
A maximização do lucro econômico sustentável ' e 
uma polftica ótima e bastante desejável, mas ela está baseada 
• 
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no fato de que, para obter este lucro máximo, a sociedade e~ 
taria fazendo sacrifÍcios deixando de usar certos implemen -
tos, em benefÍcio da sociedade futura pois os benefÍcios ecg 
nômicos estariam aumentando. 
(II) Se S..,oo, podemos assumir d.5' limitado tal que pela equa 
dx 
çao. = ó(P - c(x) J · ternos que &,.oo implica que x->x= 
onde c(x<»). Segue-se que .f'(xi» ) = F (x00 ) . [ p - c(xro l] = 
;Q, ou seja, o lucro econômico sustentável tenderia a zero. 
Assim, estaríamos colocando tantos incremen -
tos que teríamos _que ser descontados levando assim o 
econômico futuro a anular-se. Ou seja, o proprietário 
lucro 
. ' un~co 
procedendo desta forma, exploraria até um nível x = xa,, me-
nor que o nfvel alcançado pela exploração de livre acesso e 
estaria na mesma situação que esta segunda, pois estaria di§ 
sipando o lucro. 
Vimos então que os dois casos extremos: o pri 
roeiro "mais conservador" (maximização do lucro econômico SU:§; 
tentável) e o segundo 11 menos conservador" (dissipação do lu 
cro econÔmico sustentáveDnão nos levam à solução Ótima,en 
tão, esta esta:r:·ia em urna razão de descontos positiva e fini-
ta entre estes dois extremos. 
III) O CASO O < Ó < oo. 
Como o nível de população Ótimo x* determina-
do pela equação ~ ~ 5 [ p-c(x) J 
dx 
depende da razão de desconto Ó ? 
Vejamos agora que:-
j>(x) = F (x) [ p - c(x) J é urna função crescente pois F(x) é 
positiva para x positivo assim dP)o. 
dx 




assim (x) [ p - c (x) ] - 2-F' (x) c' (x) - F(x)c''(x)<o 
portanto f(x) é côncava para baixo, por isso d9 é decrescente 
dx 
em x, e isto implica que a equação tem uma Única solução 
x = x* válida também para o modelo de Schaefer (mas não válida 
em geral, como para o caso de F(x)Qepensatóri~ 
Assim concluimos que x* está entre x 00 e x0 lon-
' de f (xoJ = O e que x* decresce monotonicamente de x 0 para xc:o 
quando Ó cresce 
M 




Fiqura (4.3.7). Determinação gráfica do nível de população Óti-
mo x*. 
Os resultados podem ser resumidos em:-
(a) Existe um nível de população 6tima x = x* que é determina-
do pela equação F' (x)- c•(x) F (x} =ó0 u pela equação: 
p c(x) 
.2f = ó [ p - c (x) ] • 
dx 
(b) O nível de população Ótimo x* é uma função da razão de de~ 
conto e de outros parâmetros biolÓgicos do problema. 
(c) o valor de x* está entre o nível de renda máxima x0 (quando 
6= O) e o n:l:vel de dissipação de renda x 00 (quandoÓ= oo).Que 
refle-te o compromisso entre lucros correntes versus lucros fut,B 
ros. 
(d) Quando o n!vel de população x(o) + x* a política Ótima • e 
'uma política de aproximação que leva o nívél x para o 
x* o mais rapidamente possível. 
• 
nÍvel 
EXEHPT_,()S BASEADOS NO !<JODELO DE SCHAEFER, 
No modelo de Schaefer nós temos:-
F (x) ; r. x ( 1 - li ) e 
K 
c (x) ; !< 
X 
(4.3.8) 
como .\'(x) = [ p - c (x) J. F (x) ficamos com:-
J'(x) = ( p - c (x) J . [ r. x (1 - li ) ] 
K 
assim -ªL= s.[ p c (x} J , fica:-
dx 
Jl.. { [ p - c (x) J , [r • x ( 1 - x ) } } = 5. [ p - c (x)] 
dx K 
d { [r.p.x.( l-li)- r. x. c,(x),( 1-,l!)]} = 
dx K K 
= Jl.. ( r,x,p -
dx 
rpx2 - r,c 
K 
+ c.r.x J 
K 
; 5.[ p - c (x) ] 
• 
r.p - 2 









rpx + g = '&.( p 
-s ) 
K K X 
+ .s_ :6 - 6c 
Kp r rpx 
+ E.:._2f - 6x + Óc = o 
K,p r r.p 
[ 1 + c - s -1 
--
• X +Se 
Kp r rp 
X = - ( 1 + 
" 




- c +6 
= o 
~ 2 ) - 4, 1 6c • 
r k rp 
' 
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L - l :v (-1 ) 2- 8Óc =!S - c + §_ ~ (4,3,9) 4 kp r kp r rpk 
Como pode~~s ver, existe x* que depende dos parâ 
metros: desconto (Ó)~ nível máximo da populaçao (K}. razao de 
crescimento (r). do custo (c) e do preço (p). Então, a política 
Ótima é aquela que aproxima o nível de população x o mais rapi-
damente possível de x! 
Para ilustrarmos, apresentamos um exemplo:-
• 
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Nos anos 50, as indústrias de baleias, da AntáL 
tica concentrou-se em explorar as baleias azuis pois seu preço 
era maior no mercado por sua carcassa e sua carne, que qualquer 
outra baleia; e em 1965 a pesca às baleias azuis foram proibi-
das pois estas começaram a desaparecer, e aí a exploração ex-
tendeu-se para outras baleias corno. as baleias fin, que são me-
nores e também para baleias menores ainda. 
Para termos uma idéia, em l965·provávelmente I 
restavam 5.000 baleias azuis de uma população original de apro 
ximadamente 150*000 baleias. 
Foi aplicado o modelo de Schaefer para estimar 
a polÍtica de exploração Ótima para a população de baleias fin 
da Antártica. A dinâmica desta população tem sido estudada por 
•Allen (1973) [e]. Parece que a curva de crescimento da baleia 
fin {extendido para que o modelo simples possa ser aplicado) é 
nao simétrica. 
Assim para ilustrarmos, consideremos a curva I 
F {x) como sendo uma curva simétrica e assumimos também os se-
guintes parâmetros: r= 0,08 e K = 40.000. Em 1976, o nível 
de população de baleias fin estimada era de 70.000 baleias com 
uma produção sustentável F{70.000) = 4.620. Em atenção às re-
formas dos estoques de baleias fin, a Comissão Internacional 
' de Pesca a Baleia, tem adotado quotas anuais progressivamente 
menores. 
A tabela {4.3.10) nos dá os resultados nao re -
ais.para o tratamento de baleias fin por tratar esta pesca in-
dependentemente de outras pescas que tem sido e continuam a 
ser exploradas concorrentemente. 
• 
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RAZ:\0 DE DES- NÍVEL DE POPULAÇ:\0 PRODUÇ1\0 
DESCONTO (%) ÓTIMA ÓTIMA ANUAL 
X* Q* 
o 220.000 7.920 
1 200.000 s.ooo 
3 163.000 7.726 
5 133.000 7.094 
lO 86.000 5.406 
15 67.000 4.485 
20 59.000 4.024 
+ 00 40.000 2.880 
Tabela (4.3.10) Baleias fin da Antártica: 
produção sustentável e nível de população Ótima. 
A tabela (4.3.10) mostra como a razão de cresci 
mente intrínseco da população afeta a sensitividade da solução 
ótllna para a razão de desconto. 
Antes de concluir esta seção é interessante re-
petir que o modelo e sua aplicação são super-simplificados.Hui 
tos argumentos sugerem que a polÍtica de exploração Ótima pode 
ser considerávelmente mais conservativa que este modelo propõe. 
Para mencionar um exemplar o efeito do aumento do nível de ex-
ploração é por vezes aumentos incertos. Por exemplo, o modelo 
de Schaefer não considera a possibilidade de depensabOll~ o 
qual pode resultar em um colapso inesperado da população expl2 
rada .. 
POSSIBILIDADE DE EXTINÇÃO 
Consideramos anteriormente que Q = K.E.x e o 
custo proporcional ao esforço E que implica que com a dissi-
• 
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pação da renda, o equilÍbrio ' . . e pos1t1vo, e assim ocorr~ 
ria extinção no caso de depensution,ou seja, o custo que de-
liberadamente leva a pesca à extinção é infinito (que pode 
ser considerado realÍstico para a população de peixes mari 
nhos). 
No caso modelo de o"timização este fato é mos-
trado quando assumimos c( O) < oo. 
onde c(O) é o custo da unidade colhida quando o nível de 
população é zero ( um conceito um pouco difÍcil de se enten-
der) mas o que se pretende ser entendido é que o custo da CQ 
lheita do Último membro sobrevivente da população é finito. 
Suponhamos agora que:-
p)C (0), isto é, que o preço unitário do re-
curso excede o custo da colheita da Última unidade. Então, a 
colheita de livre acesso pode ir à extinção, desde que temos 
NÓs vimos anteriormente que o nível Ótimo x* 
se aproxima de :x:eo' quando a razão de desconto 6 tende a ()().,_ 
Assim vemos que x* = O para valores de ó suficientemente I 
grandes mas finitose 
Exemplo: suponha que o custo de colheita unitá 
rio nao depende de x, ou seja, c(x) = c = constante,então a 
equação 
F '(x)- c'(x) F(x) = 6 tqrna-se 
p - c(x)· 
F'(x*)=Õ 
Assim, para valores grandes de 6 a equaçao po-
de nao ter solução • Neste casos, segue-se que a extinção 
uma polÍtica de exploração Ótima desde que p > c* 
. 
F(x) = r.x( 1 
No caso do modelo logístico:-
X ) 
k 
a equaç ao acima 
• 
• e 
F '(x*) =6 fica:- r.(l- ~ 
K 
) - l. r.x 
K. 






x* = (r -SJ .!( 
2.r 
' solução quando Ó>r, pois Ó> r o> que e 
= .s 
r-ó <o. 
I-las geralrrente pode ser fácilmente estabilizada. 
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Teorema:- Se F(x) é uma função de crescimento 
puramente compens.atória, isto é, F' (x) < O ' e nos assumimos que 
c" (x) > o. Então 
(1) x* > O (extinção é não - Ótima) se ou 
p < 6(0) ou Ó< F' (O) 
(2) x* = O (extinção é Ótima) se p >c (O) e 
Ó />Z.F' (O). 
Demonstração:-
Seja H (x) = -c'(x)·F (x) 
p - c(x) 
então a equaçao (4.3.3) pode ser escrita como:-
F' (x) + H c(x) = 6 
H (x) =ó- F' (x) (4.3.11) 
Assumimos que o preço da unidade é maior que o 
custo da pesca da Última unidade (p;;:. cfO)) e Õ? z~ F' (O)isto 
implica que a equação (4.3.11) não tem solução x ~O, logo, a 
extinção é uma política Ótima, ou seja, desde que H(x) é uma 
função não decrescente de p, é suficiente considerar·o caso li 
mite p = c(O). Então pelo teorema do valor médio generalizado. 
nós temos:-
H (x) = - c' (x). F (x) 
c (0)- c(x) 
• 
H (x) = c:' (x) • F ' ( {) ) 
.<;! ( Íi ) 
H (x) < F' ( !',) < F' (O) 
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para algum !'; : 
o < ' <x. 
Assim5- F' (x) :> 2.F' (O) -F' (x):>F' (O):;>H (x) * 
que é uma contradiÇão. 
Logo a equação (4.3.11) não tem solução. 
A condição (2} é uma política de colheita óti-
ma porque leva a um valor presente de lucros econômicos gran-
des. A extinção da população é umà atitude desejável economi-
camente, mas não está de acordo com o ponto de vista social ~ 
biolÓgico e estético. 
Por-exemplo, se a companhia de pesca à baleia 
espera um lucro de 10% em seus investimentos e o crescimento 
da população de baleias azuis é de 5%, os baleeiros descobri-
ram um plano racional (do ponto de vista econômico) o de li-
quidar com o estoque das baleias azuis! 
• 
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5. APLICAÇÕES PRÁTICAS. 
Temos então já vistos os dois rnodelos,o de Gor-
don e o do Gould, onde o primeiro diz que a população não irá 
à extinção devido ao fator econÔmico1 e o segundo afirma que 
irá à extinção independente deste .fator. 
~ssim, procuramos dados concretos que nos permi 
tis sem comparar os dois modelos, para verificarmos qual deles 
mais se aproxima da realidade. 
Partimos assim dos dados obtidos no Perú, da 
pesca de anchovas, de onde temos: o esforço que nos é dado pe 
lo número de barcos que pescavam e o número de dias do ano 
que saíam a pescar1 a estimativa da população de anchovas lá 
•existentesi e a colheita# que era a quantidade em biomassa de 
peixes pescados. Analisando estes dados pelo método de aproxi 
mações de funções pelos quadrados mínimos pudemos fazer uma 
.comparação dos dois modelos. 
5.1. PESCA DAS ANCHOVAS NO PERC 
Para analisarmos os dados da pesca no Perú nós 
partimos do modelo discreto fazendo assim a análise discreta 
que corresponderia ao modelo contínuo: e depois fizemos a a-
nálise contínua. 
Partimos da seguinte tabela de dados reais da 
pesca das anchovas no Perú. 
• 
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ANO !'OPULA~ÃO C.OLHElTA ESFORÇO 
. 
1960 2,93 X 106 2,63 X 106 186.093 
1961 4,58 X 106 3,38 X 106 225.288 
1963 7,20 X 106 2t88 X lo6 426.886 
1966 8,53 X 106 4,54 X 106 313.500 
1967 9,82 X 106 6,14 X 106 266.730 
1968 10,26 X 106 6,87 X 106 248.830 
1970 10,62 X 106 6,96 x ·w6 269.820 
1971 10,28 X 106 13,07 X 106 131.097 
Tabela 5.1.1. Dados concretos da Pesca das Anchovas no ~erú. 
ANÁLISE DISCRETA 
• Para a análise discreta do problema temos o seguin 
te modelo que é análogo ao contínuo. 
!.Estoque 7<(k) 
--> betirada R(k) 
\colheita h(k) .]->!Estoque x(k .. l) 
onde a retirada R(k) é proporcional a F(xil<), ou seja, R(k)=F(x(k~ 
Assim x(k + 1) = Retirada R_(k) - colheita h(k) 
X(k + l) =F (x (k)) - h(k). 
Se a população é inexplorada, nós temos que x(k + 1)= F(x(k)) 
(5.1.2) 
Assim, dada uma população inicial x 1 nós podemos encontrar 
x2 , x 3 , •••••• recursivamente. A equação é uma analogia em tempo 
discreto à equação diferencial dx ( ) = F x , porque podemos escr~ 
dt 
~x!k) = 7<(k + 1)- x(k) = F(x(k))- x(k) 
""' onde F(x(k)) - x(k) corresponde à razão de crescimento F(x)do mo 
• 
n. 
dele tempo cont{nuo. 
O comportamento dinâmico da equação (5.2.2)pode 
ser considerávelmente mais cowplexo que o comportamento do 
wDdelo análogo de tempo contínuo dx = F(x) 
dt 
Para a equação precedente, o ponto de equilÍbrio 
x = k se dá quando F(k) = O. e tal equilÍbrio é estável se 
F' (K) <O e instável se F' (k) :>o. Assim, alÇruma solução I 
x = x (t) para a equaçao converge'monotonicamente para o 
ponto de equilÍbrio estável, não podendo ocorrer oscilações. 
No caso discreto, várias possibilidades podem o-
correr, veja a figura {5.2.3) abaixo. O ponto de equilÍbrio 






(c) ~ (.d) k. 
Figura 5.1.3. Tipos de curv.as:- (a) compensação simples;{b)d~ 
pensação: (c) depensação crftica:(d) Supercom-
-pensaçao. 
Baseados nestas considerações. obtivemos a se -




F(x( lc)) x(k) · 
. 
2,63 X 106 4,54 X 106 
3,38 X 106 6,31 X 106 
2,85 X 106 9,38 X 106 
4,54 X 106 11,77 X 106 
6,14 X 106 14,67 X 106 
6,87 X 106 16 ,69• X 106 
6,96 X 106 16,57 X 106 
13,07 X 106 25,34 X 106 
Tabela (5.1.4): Dados de crescimento da população 
no modelo discreto • 
Colocados os pontos no gráfico, obtivemos a figu 
r a (5.1,.5), que aproximada pelo método dos Quadrados mínimos li 
neares nos dá a parábola:-
- 2,3254 + 3,423 • X - 0,0999 2 • X 
Comparando então com a figura (5.1.3)f vemos que 
é:um caso de super-compensação, ou seja, uma população com e~ 
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Para o caso contínuo, partindo da tabela (5.1.1) 
e aproximarido- a· curva F(x) obtivemos a figura (5.1.6), obti 
vemos também nesta figura a curva da colheita Y. 
Fazendo a aproximaçãO por funções obtivemos as 
parábolas:- - 2,32 + .2,42. x - 0,09996. x 2 para F(x) e 
- 1,922 + 2,788. x- 0,142. x 2 para y. 
Podemos notar pelo gráfico (5.1 .. 6) que a colhei--
ta estava superior ao crescimento natural da população até I 
6 
x = 6,96 x 10 u.b .. Se no ano seguinte o esforço de pesca não 
houvesse diminuído (diminuindo esforço leva a uma diminuição 
•da colheita) nós terfamos a colheita sempre superior ao cres-
ciroento da população o que levaria a população à extinção,que 
é o caso de urna super pesca. 
Mas em x = 6,96 x 106 u.b •• o esforço de pesca 
foi reduzido à metade, assim diminui a colheita levando a um 
aumento da população. Neste ano,a população já estava tão 
explorada que não conseguiu se recuperar ráPidamente, ocorren 
do o seguinte: em 1972 a colheita foi para 4,45 x 106 u.b,com 
o mesmo esforço do ano anterior, praticamente a metade da 
colheita, anterior, e a população neste ano foi para 5,96xl0 6 
u.b. A esta situação, o governo já estava intervindo, centro-
lando a pesca. Assim, em 1973 o esforço foi de 124.511 para 
33.912 e a população foi para 8,75 x 106 u.b e a colheita / 
6 foi de 1,78 x 10 u.h. 
Teór icarnente • nos sabemos que para se obter uma 
colheita Ótima, teríamos que colher o • maximo desde que a pop;J 
lação continuasse crescendo, ou seja, em x = 12,15 X 106 u.b. 
• 
76. 
Esta seria a colheita máxima, neste ponto da curva. 
Em uma pesca de livre acesso como o caso que 
estudamos, não havendo controle oficial, a tendência natural 
da população seria a extinção da espécie. Neste caso, o mede 
lo de Gould parece mais coerente, se adaptando melhor aos da 
dos concretos. 
o modelo de Gordon, ao contrário, argumenta que 
o controle da pesca é um processo que deve ocorrer natural 
mente por meio de um fator econômico que regularia,o preço I 














... Q,Zó 5.25 
I{( 1) = -Z, 331.160 
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